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23 个经典的不等式专题

例 1. 证明： ...
2 2 2

1 1 1
1+ 2

2 3 n
    ；

例 2. 若： 3 3
a b 2  ，求证： a b 2   ； 

例 3. 若： n N
 ，求证： ...

1 1 1 1
1

2 n 1 n 2 2n
    

 
； 

例 4. 若： ,a b 0 ，且 ab a b 3   ，求： a b 的取值范围 ； 

例 5. 若： , ,a b c 是 ABC 的三边，求证：
a b c

1 a 1 b 1 c
 

  
； 

例 6. 当 n 2 时，求证： ...
2 2 2

1 1 1 1 1 1
1

2 n 1 n2 3 n
      


； 

例 7. 若 x R ，求 2 2
y x x 1 x x 1      的值域 ； 

例 8. 求函数
sin

cos

3
y

2







的最大值和最小值 ； 

例 9. 若 , ,a b c 0 ，求证：
2 2 2 9

a b b c c a a b c
  

    
； 

例 10.若 , ,a b c R ，且 2 2 2
a b c 25   ，试求： a 2b 2c  的取值范围； 

例 11.若 , ,a b c R ，且 2a b 2c 6   ，求 2 2 2
a b c  的最小值；

例 12.若 , ,a b c R ，且
( ) ( ) ( )

2 2 2
a 1 b 2 c 3

1
16 5 4

  
   ，求 a b c  的最大值和最小值；

例 13.若 , ,a b c 0 ， , ,x y z 0 ，且满足 2 2 2
a b c 25   ， 2 2 2

x y z 36   ， 

ax by cz 30   ，求：
a b c

x y z

 

 
的值； 

例 14.求证：
n

2
k 1

1 5

3k

 ； 

例 15.当 n 2 时，求证： ( )
n1

2 1 3
n

   ；

例 16.求证：
... ( )

...
... ( )

1 1 3 1 3 5 1 3 5 2n 1
2n 1

2 2 4 2 4 6 2 4 6 2n

       
     

      
； 

例 17.求证： ( ) ... ( )
1 1 1

2 n 1 1 1 2 2n 1 1
2 3 n

          ； 
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例 18.已知： x 0 ,求证： ln( )
x

1 x x
1 x

  


； 

例 19.已知： n N
 ，求证： ... ln( ) ...

1 1 1 1 1
1 n 1

2 3 n 1 2 n
        


；

例 20.已知： n 2 ，求证： ( )
n

2 n n 1  ； 

例 21.已知： n N
 ，求证： ...

n

1 1 1 n
1

2 3 2 1 2
    


； 

例 22.设： ... ( )
n

S 1 2 2 3 n n 1       ，求证： ( ) ( )
2

nn n 1 2S n 1    ； 

例 23.已知： n N
 ，求证： ...

1 1 1
1 2

n 1 n 2 3n 1
    

  
. 

23 个经典的不等式专题解析(修正版) 

例 1. 证明： ...
2 2 2

1 1 1
1+ 2

2 3 n
    ；

[证明] 

⑴ 放缩法

( )

n n n n

2 2
k 1 k 2 k 2 k 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 2

k k 1 k 1 k nk k   

   
                

    . 

从第二项开始放缩后，进行裂项求和. 此法称为“放缩法”. 

⑵ 积分法

构建函数： ( )
1

f x
2

x
 ，则 ( )f x 在 x R

 区间为单调递减函数. 

于是： ( )

nn n
n

2 2 21
1k 1 k 2

1 1 1 1 1 1 1
1 1 dx 1 1 2 2

x n 1 nk k x 

             

从第二项开始用积分，当函数是减函数时，积分项大于求和项时，积分限为[1, ]n ； 

积分项小于求和项时，积分限为[2, 1]n . 此法称为“积分法”. 

⑶ 加强版

求证： ...
2 2 2

1 1 1 7

41 2 n
   

[证明] 放缩法 
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... +...
2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

1 2 n 1 2 1 3 1 n 1
      

  

...
1 1 1 1 1 1 1

1
2 2 1 2 1 3 1 3 1 n 1 n 1

      
             

           

1 1 1 1 1
1

2 2 1 3 1 n n 1

    
        

      

1 1 1
1

2 2 1 3 1

 
   

  

1 1 3 7
1 1 1

2 2 4 4

 
      

 

数学上，这种数列求和
n

S 叫 n 阶级数；当 n时，
n

S 叫无穷级数，简称级数. 

例 2. 若： 3 3
a b 2  ，求证： a b 2   

[证明] 

⑴ 公式法

( )( ) ( )
3 3 2 2

a b a b a b ab ab a b       ，即： ( )ab a b 2 

则： ( )3ab a b 6  ， ( )
3 3

a b 3ab a b 8    ，即： ( )
3

a b 8  ，即： a b 2  . 

立方和公式以及均值不等式配合. 此法称为立方和的“公式法”. 

⑵ 琴生不等式

构建函数： ( )
3

f x x ，则在在 x R
 区间为单调递增函数，且是下凸函数. 

对于此类函数，琴生不等式表述为：函数值得平均值不小于平均值的函数值. 

即：
( ) ( ) ... ( ) ...

( )
f x f x f x x x x

1 2 n 1 2 nf
n n

     


对于本题： ( ) ( )
( )

f a f b a b
f

2 2

 
 即：

33 3
a b a b

2 2

  
  
 

即：
3 3 3

a b a b 2
1

2 2 2

  
   

 
，即：

a b
1

2


 ，即： a b 2   

琴生不等式可秒此题. 此法称为“琴生不等式”.

⑶ 权方和不等式

若（ a 0 ， b 0 ， m 0 或 m 1  ） 
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则：
( ... )

...
( ... )

m 1 m 1m 1

n 1 n1

m m m

1 n 1 n

a a aa

b b b b

   
  

 

已知： 3 3
a b 2  ，即：

3 3

2 2

a b
1

2 2( ) ( )
 

采用权方和不等式：
3 3 3 3

2 2 2 3

a b a b a b

2 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

 
  



即：
3

3

a b
1

2

( )
 ，即： a b 2  .

此法称为“权方和不等式”. 

⑷ 幂均不等式

由于幂均函数
...

( )

1

r r r r
1 2 n

r

a a a
M a

n

   
  
 
 

随 r 单调递增而得到幂均不等式： 

( ) ( )1 3M a M a ，即：

1

3 3 3a b a b

2 2

  
   
 

即： = =

1 1
3 3 3 3a b a b 2

1
2 2 2

    
        

，即： a b 2  . 

此法称为“幂均不等式”. 

例 3. 若： n N
 ，求证： ...

1 1 1 1
1

2 n 1 n 2 2n
    

 

[解析] 

⑴ 放缩法

由： n n n k n     , , ...( ),k 1 2 n 得：
1 1 1

2n n k n
 


， 

则：
n n n

k 1 k 1 k 1

1 1 1

2n n k n
  

 


   ， 即： ...
n 1 1 1 n

2n n 1 n 2 n n n
    

  

故： ...
1 1 1 1

1
2 n 1 n 2 2n
    

 
. 

从一开始就放缩，然后求和. 此法称为“放缩法”. 
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⑵ 性质法

本题也可以采用不等式性质证明. 

所证不等式中的任何一项如第 k 项，均满足
1 1 1

2n n k n
 


，当有 n 项累加时，

不等式两个边界项乘以 n 倍，则不等式依然成立. 

即：大于最小值得 n 倍，小于最大值的 n 倍.  

另外， ...
1 1 1

n 1 n 2 2n
  

 
的最大值是 ln . ...2 0 693147 ，本题有些松. 

例 4.若： ,a b 0 ，且 ab a b 3   ，求： a b 的取值范围 ； 

[解析]  

⑴ 解析法

( ) ( ) ( )
2 2 2

a b a b 2ab 4ab 4 a b 3 4 a b 12           ， 

令： t a b  ，则上式为： 2
t 4t 12 0   ，即： ( )( )t 6 t 2 0    

故： t 6 或 t 2  （舍）. 

本题采用了均值不等式和二次不等式.  

⑵ 基本不等式

由 ab a b 3   得： ab a b 1 4    ，即： ( )( )a 1 b 1 4   . 

两正数之积为定值时，两数相等时其和最小. 

故：当 ( ) ( )a 1 b 1 2    时， ( ) ( )a 1 b 1   为最小值. 

即： ( ) ( )a 1 b 1 2 2 4      ，即： a b 6  . 

⑶ 拉格朗日乘数法

拉格朗日函数为： ( , ) ( )L a b a b ab a b 3       

当拉氏函数取极值时， ( )
L

1 b 1 0
a




   


； ( )
L

1 a 1 0
b




   


即：
1 1

b 1 a 1
    

 
，即： b a  

则 ( , )L a b 取极值时， b a ，代入 ab a b 3   得： 2
a 2a 3 

即： 2
a 2a 3 0   ，即： ( )( )a 3 a 1 0   ，即： a 3
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故： ( , )L a b 取极值时， b a 3  ，则： a b 6   

由于当 a 2 时，代入 ab a b 3   得： 2b b 5  ，即： b 5  

此时， a b 2 5 7 6     .  

则 a b 6  为最小值，故： a b 6  . 

此法称为“拉格朗日乘数法” 

例 5. 若： , ,a b c 是 ABC 的三边，求证：
a b c

1 a 1 b 1 c
 

  

[证明]  

⑴ 单调性法

构造函数 ( )
x

f x
1 x




，则在 x 0 时， ( )f x 为单调递增函数. 

所以，对于三角形来说，两边之和大于第三边，即： a b c 

那么，对于增函数有： ( ) ( )f a b f c  ，即：
a b c

1 a b 1 c




  
① 

由放缩法得： 

a a

1 a 1 a b


  
，

b b

1 b 1 a b


  

由上式及①式得： 

a b a b a b c

1 a 1 b 1 a b 1 a b 1 a b 1 c


    

        
. 

构造函数，利用函数单调性，此法称为“单调性法”. 

对于两边之和大于第三边的式子，其实是“设限法”或“设界法”. 

例 6. 当 n 2 时，求证： ...
2 2 2

1 1 1 1 1 1
1

2 n 1 n2 3 n
      



[证明]  

⑴ 放缩法

当 n 2 时， n 1 n n 1    ， 

都扩大 n 倍得： ( ) ( )
2

n n 1 n n n 1    ，取倒数得：
( ) ( )2

1 1 1

n n 1 n n 1n
 

 
， 
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裂项：
2

1 1 1 1 1

n 1 n n n 1n
   

 
，求和： ( ) ( )

n n n

2
k 2 k 2 k 2

1 1 1 1 1

k 1 k k k 1k  

   
 

   ， 

即： ...
2 2 2

1 1 1 1 1 1
1

n 2 n 12 3 n
      


. 先放缩，裂项求和，再放缩. 

此法为“放缩法”. 

⑵ 积分法

构建函数： ( )
2

1
f x

x
 ，则 ( )f x 在 x R

 区间为单调

递减函数. 

由面积关系得到：
ABDE AGDE AEFC

S S S 

( )
1 1k k 1dx f k dxk 1 k2 2

x x

  

即：
2

k k 1
1 1 1

x xkk 1 k



   



，即：
2

1 1 1 1 1

1 1k k k kk
   

 

本式实际上是放缩法得到的基本不等式，同前面裂项式. 

后面的证法同⑴. 此法称为“积分法” 

⑶ 加强版

由第 1 题的求证： ...
2 2 2

1 1 1 7 1 1

4 n n 11 2 n
     


可得： ...

2 2

1 1 3 1

4 n2 n
   

故加强版为：当 n 2 时，求证： ...
2 2 2

1 1 1 1 1 3 1

2 n 1 4 n2 3 n
      


. 

例 7. 若 x R ，求 2 2
y x x 1 x x 1      的值域.

[解析] 

⑴ 向量法

2 2
2 2 1 3 1 3

y x x 1 x x 1 x x
2 4 2 4

   
              

   

设：
1 3

m x
2 2

( , ) 


，
1 3

n x
2 2

( , ) 


， 

则：
2

1 3
m x

2 4

 
   

 


，

2
1 3

n x
2 4

 
   

 


， m n 1 0( , ) 

 
 

O 

A 

B 

D 

C 

E F 

G H 
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代入向量不等式： m n m n  
   

得： y m n m n 1    
   

，故： 1 y 1   . 

当且仅当 m n/ /
 

时，不等式的等号成立. 

因为 m


与 n


不平行，故： 1 y 1   . 

这回用绝对值不等式. 此法称为“向量法”. 

⑵ 极值法

求函数 2 2
y x x 1 x x 1      的极值，从而得到不等式. 

极值时导数为 0 ： '
2 2

2x 1 2x 1
y 0

2 x x 1 2 x x 1

 
  

   

则： x  ，故函数 2 2
y x x 1 x x 1      的极值出现在 x   . 

函数为奇函数，故我们仅讨论正半轴就可以了，即在 [ , )x 0  . 

( )( )
2 2 2 2

2 2

2 2

x x 1 x x 1 x x 1 x x 1
y x x 1 x x 1

x x 1 x x 1

         
      

    

( ) ( )
2 2

2 2 2 2

x x 1 x x 1 2x

x x 1 x x 1 x x 1 x x 1

    
 

         
2 2

2

1 1 1 1
1 1

x xx x



    

lim ( )m
x

2 2

2
y 1

1 1 1 1
1 1

x xx x


 

    

由于是奇函数，故在 ( , )x 0  ， 

2 2

2 2

2x
y x x 1 x x 1

x x 1 x x 1


      

    
2 2

2

1 1 1 1
1 1

x xx x

 

    

lim ( )m
x

2 2

2
y 1

1 1 1 1
1 1

x xx x


   

    

故： ( , )y 1 1  .  此法称为“极值法”. 

例 8.求函数
sin

cos

3
y

2







的最大值和最小值 ； 

[解析] 
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⑴ 斜率法

将函数稍作变形为：
( sin )

cos

M N

M N

y y0
y 3 3

2 x x





 
 

 
， 

设点 ( , )
M M

M x y ，点 ( , )
N N

N x y ，则 ( , )M 2 0 ，

(cos , sin )N   ，而点 N 在单位圆上， ky 就

是一条直线的斜率，是过点 M 和圆上点 N 直

线斜率的 3 倍，关键是直线过圆上的 N 点.

斜率 ky 的范围为：[ tan ,tan ]
o o

30 30  

即： [ , ]k

3 3
y

3 3
   

而 y 是
k

y 的 3 倍，即：
k

y 3 y ，故： 1 y 1    . 

即： y 的最大值是 1 ，最小值是 1 . 

原本要计算一番，这用分析法，免计算了. 此法称为“斜率法”. 

⑵ 辅助角法

先变形：
sin

cos

3
y

2







变形为： cos sin sin cos2 y y 3 3 y       ； 

利用辅助角公式得：

( sin cos ) sin( )2 2

2 2

3 y
2 y 3 y 3 y

3 y 3 y
        

 
； 

即： sin( )
2

2 y

3 y
  


，即： sin( )

2

2 y
1 1

3 y
     


； 

即：
2

2

4 y
1

3 y



，即： 2 2

4 y 3 y  ，即： 2
y 1 ，即： 1 y 1    

如果要计算，需要用到辅助角公式. 此法称为“辅助角法”. 

例 9. 若 , ,a b c 0 ，求证：
2 2 2 9

a b b c c a a b c
  

    

[证明] 

⑴ 柯西不等式

由柯西不等式： 

M 

N 
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     
2

1 1 1 a b b c c a
a b b c c a

a b b c c a a b b c c a

    
                         

即：    
21 1 1

2 a b c 3 9
a b b c c a

 
             

即：
 

2 2 2 9

a b b c c a a b c

 
   

     

此法称为“柯西不等式”. 

⑵ 排序不等式

首先将不等式变形：
a b c a b c a b c 9

a b b c c a 2

     
  

  
； 

即：
c a b 9

3
a b b c c a 2

   
  

，即：
c a b 3

a b b c c a 2
  

  
. 

由于对称性，不妨设： a b c  ，则： a b a c b c     ； 

即：
1 1 1

b c a c a b
 

  
. 

由排序不等式得： 

正序和
a b c a b c

b c a c a b a c a b b c
    

     
乱序和； 

正序和
a b c a b c

b c a c a b a b b c a c
    

     
乱序和； 

上两式相加得： a b c a b b c a c
2 3

b c a c a b a b b c a c

   
      

      

即：
c a b 3

a b b c c a 2
  

  
    证毕. 

此法称为“排序不等式”. 

⑶ 权方和不等式

权方和不等式：若（ a 0 ， b 0 ， m 0 或 m 1  ） 

则：
( ... )

...
( ... )

m 1 m 1m 1

n 1 n1

m m m

1 n 1 n

a a aa

b b b b

   
  

 

采用权方和不等式得： 

2 2 2
2 2 2 2 2 2

a b b c c a a b b c c a

( ) ( ) ( )
    

     
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2 2
2 2 2 3 2 9

a b b c c a 2 a b c a b c

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 
  

        

此法称为“权方和不等式”. 

例 10.若 a b c R, ,  ，且 2 2 2
a b c 25   ，试求： a 2b 2c  的取值范围. 

[解析] 

⑴ 向量不等式

设： m 1 2 2( , , ) 


， n a b c( , , )


 

则： 2 2 2
m 1 2 2 3( )    


， 2 2 2
n a b c 25 5    


m n 1 2 2 a b c a 2b 2c( , , ) ( , , )      
 

m n 3 5 15   
 

代入向量不等式 m n m n 
   

得： a 2b 2c 15  

即： 15 a 2b 2c 15      

此法称为“向量不等式” 

⑵ 柯西不等式

由柯西不等式得：      
2 22 2 2 2 2

1 2 2 a b c a 2b 2c        
  

即：  
2

9 25 a 2b 2c    ，故： a 2b 2c 15  

所以： 15 a 2b 2c 15      

此法称为“柯西不等式”. 

⑶ 拉格朗日乘数法

构建拉格朗日函数： 2 2 21
L a b c a 2b 2c a b c 25( , , ) ( )


      

由函数在极值点的导数为 0 得： 

L 2a
1 0

a 


  


，则： 2a   ，即： a

2


  ； 

L 2b
2 0

a 


   


，则： b  ，即： b  ； 
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L 2b
2 0

a 


  


，则： c   ，即： c   . 

代入 2 2 2
a b c 25   得： 2 29

=5
4
 ，即：

10

3
  

极值点为：
5

a
2 3


    ，

10
b

3
   ，

10
c

3
   

则： y a 2b 2c 15
m
     ，即： 15 a 2b 2c 15    

此法称为“拉格朗日乘数法”，简称“拉氏乘数法”. 

⑷ 权方和不等式

由权方和不等式： 

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2

a 2b 2c a 2b 2c a 2b 2c
5 = a b c

1 4 4 1 4 4 3

( ) ( ) ( ) ( )

( )

    
      

 

即：  
2

9 25 a 2b 2c    ，即: 15 a 2b 2c 15    

其中，
2 2 2 2

a 2b 2c a 2b 2c

1 4 4 1 4 4

( ) ( ) ( )

( )

  
  

 

就是“权方和不等式”，也称“柯西-苏瓦茨不等式(推论)”. 

例 11.若 a b c R, ,  ，且 2a b 2c 6   ，求 2 2 2
a b c  的最小值. 

[解析] 

⑴ 向量不等式

设： m 2 1 2( , , )  


， n a b c( , , )


， 

则：
2 2 2 2

m 2 1 2 9( ) ( )     


；
2 2 2 2

n a b c  


； m n 2a b 2c   
 

； 

代入向量不等式 m n m n 
   

得： 

   
22 2 2

9 a b c 2a b 2c 36     

即： 2 2 2
a b c 4   ，故： 2 2 2

a b c  最小值为 4 . 

此法称为“向量法”. 

⑵ 柯西不等式

由柯西不等式： 
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2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 a b c 2a b 2c[ ( ) ( ) ]( ) ( )        

即：
2 2

2 2 2

2 2 2

2a b 2c 6
a b c 4

92 1 2

( )
( )

[ ( ) ( ) ]

 
    

   

故： 2 2 2
a b c  最小值为 4 . 

此法称为“柯西不等式”. 

⑶ 拉格朗日乘数法

构建拉氏函数： 2 2 2
L a b c a b c 2a b 2c 6( , , ) ( )      

在极值点的导数为 0 ，即： 

L
2a 2 0

a



  


，即： a   ； 

L
2b 0

b



  


，即： 2b  ； 

L
2c 2 0

c



  


，即： c  . 

代入 2a b 2c 6   得：
4

3
  

则：
4

a
3

 ，
2

b
3

  ，
4

c
3

 

故：
2 2 2

2 2 2 4 2 4 36
a b c 4

3 3 3 9

     
             

     

求极值时，要判断是极大值还是极小值，只需用赋值法代一下，就像第 4(3)题. 

本题 2 2 2
a b c  最小值为 4 . 

此法称为“拉格朗日乘数法”. 

⑷ 权方和不等式

由权方和不等式得： 

2 2 2 2 2
2 2 2 2a b 2c 2a b 2c 6

a b c 4
4 1 4 4 1 4 9

( ) ( ) ( ) ( )  
       

 

即： 2 2 2
a b c 4   ，故： 2 2 2

a b c  最小值为 4 . 

此法称为“权方和不等式”. 
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例 12.若 a b c R, ,  ，且
2 2 2

a 1 b 2 c 3
1

16 5 4

( ) ( ) ( )  
   ，求 a b c  的最大值和最小值. 

[解析]  

⑴ 柯西不等式

由柯西不等式： 

       
22 2

2 22 2 a 1 b 2 c 3
4 5 2 a 1 b 2 c 3

4 25

        
                           

即：  
2

25 1 a b c 2     ；故： 5 a b c 2 5( )      . 

于是：  3 a b c 7     . 

此法称为“柯西不等式”. 

⑵ 三角换元法

有人说：
2 2 2

a 1 b 2 c 3
1

16 5 4

( ) ( ) ( )  
   是一个椭球面，没错. 它是一个不等轴的椭球. 它

的三个半轴长分别为： A 4 ， B 5 ，C 2  

设： x a 1  ， y b 2  ， z c 3  ，则这个椭球的方程为： 

2 2 2

2 2 2

x y z
1

A B C
       ① 

现在来求 a b c  的最大值和最小值. 

采用三角换元法： 

令： x Asin cos  ， y Bsin sin  ， z C cos  

代入方程①检验，可知它满足方程. 

采用辅助角公式化简： 

f x y z A B Csin cos sin sin cos         

4 5 2sin cos sin sin cos      

2

2 2

4 5
4 5 2

4 5 4 5
sin ( cos sin ) cos      

 

2
4 5 2sin( )sin cos      
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2 2

2 2 2 2

21 2
21 2

21 2 21 2

sin( )
sin ( ) [ sin cos ]

sin ( ) sin ( )

 
   

   


   

   

2 2
21 2sin ( ) sin( )      

故： f x y z   的峰值是：

当 2
1sin ( )   时， 2 2 2

m
f 21 2 21 2 5sin ( )      

即： 5 x y z 5      

而 x y z a 1 b 2 c 3 a b c 2            ， 

故： 5 a b c 2 5      ，即： 3 a b c 7     . 

此法称为“三角换元法”. 

⑶ 拉格朗日乘数法

设拉格朗日函数为： 

2 2 2
a 1 b 2 c 3

L a b c a b c 1
16 5 4

( ) ( ) ( )
( , , ) 

   
       

 

当拉式函数取极值时，有：
L

0
a





，

L
0

b





，

L
0

c





. 则： 

L a 1
1 0

a 8


 
   


，即：

8

a 1
  


或

8
a 1


   ； 

L 2 b 2
1 0

b 5

( )


 
   


，即：

5

2 b 2( )
  


或

5
b 2

2
   ； 

L c 3
1 0

c 2


 
   


，即：

2

c 3
  


或

2
c 3


   . 

则：
5

a 1 b 2 c 3 8 2 16 5 4
2

( ) : ( ) : ( ) : : : :    

设： a 1 16k  ，则： b 2 5k  ， c 3 4k 

代入
2 2 2

a 1 b 2 c 3
1

16 5 4

( ) ( ) ( )  
   得： 2 2 2

16k 5k 4k 1  

即： 2
25k 1 ，即： 5k 1 

于是： a 1 b 2 c 3 16k 5k 4k 25k( ) ( ) ( )        

即： a b c 5 5k 2 5 2 5 2[ , ]          
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即： a b c 3 7[ , ]     

拉格朗日乘数法求出的是极值，即 a b c  的极小值是 3 、极大值是7 . 

这就是“拉格朗日乘数法”. 

⑷ 权方和不等式

由权方和不等式得： 

2 2 2 2
a 1 b 2 c 3 a 1 b 2 c 3

1
16 5 4 16 5 4

( ) ( ) ( ) ( )       
   

 

即：
2

2

a b c 2
1

5

( )  
 ，即： 2 2

a b c 2 5( )   

故： 5 a b c 2 5( )      ，即： 3 a b c 7     . 

此法就是“权方和不等式”. 

例 13.若 a b c 0, ,  ， x y z 0, ,  ，且满足 2 2 2
a b c 25   ， 2 2 2

x y z 36   ， 

ax by cz 30   ，求：
a b c

x y z

 

 
的值. 

[解析] 

⑴ 柯西不等式

由柯西不等式：      
22 2 2 2 2 2

a b c x y z ax by cz      

当柯西不等式中等号成立时，有：
a b c

x y z
   ， 

即： a x ， b y ， c z ， 0 

本题，将 2 2 2
a b c 25   ， 2 2 2

x y z 36   ， ax by cz 30   代入得： 

2
25 36 30  ，正是等号成立. 

则： 2 2 2 2 2 2 2
a b c x y z( )     ； 

即：
2 2 2

2

2 2 2

a b c 25

36x y z


 
 

 
，即：

5

6
 

故：
a b c a b c 5

x y z x y z 6


 
    

 
. 

此法称为“柯西不等式”. 
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例 14.求证：
n

2
k 1

1 5

3k

 . 

[证明] 

⑴ 放缩法

n n n

2 2 2
k 1 k 2 k 2

1 1 4
1 1

k k 4k  

     

n n

2
k 2 k 2

4 1 1
1 1 2

2k 1 2k 14k 1 

 
     

   
 

1 1 1 5
1 2 1 2

3 2n 1 3 3

 
        

 

注意变形为不等式的方法，虽然仍是“放缩法”. 

例 15.当 n 2 时，求证： n1
2 1 3

n
( )   . 

[证明] 

⑴ 放缩法

由二项式定理得： 

n n
k 1 2 n
n n n nk 2 n

k 0

1 1 1 1 1
1 C 1 C C C

n nn n n
...



 
           

 
 ; 

采用放缩法： 

当 n 2 时， 1 2 n 1
n n n n2 n

1 1 1 1
1 C C C 1 C 2

n nn n
...          

即：
n

1
1 2

n

 
  

 
  ① 

由二项式定理并采用放缩法得： 

n n
k
n k

k 1

1 1
1 1 C

n n

 
    

 


n

k
k 1

n 1
1

k n k n

!

!( )!


  



n

k
k 1

1 n
1

k n k n

!

! ( )!

 



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n

k 1

1 n n 1 n 2 n k 1
1

k n n n n

( ) ( ) ( )
...

!


    
       

 


n n n

k 1 k 2 k 2

1 1 1
1 1 1 2

k k k! ! !
  

        

n n

k 2 k 2

1 1 1
2 2

k k 1 k 1 k( )
 

 
     

  
 

1
2 1 3

n
       ② 

本题由二项式中，分子由从 n 开始的 k 个递减数连乘，分母由 k 个 n 连乘，得到的分数必

定小于 1 . 于是得到： n1
1 3

n
( )  . 

此法为“放缩法”. 

⑵ 伯努利不等式

由伯努利不等式得： 
n

1 1
1 1 n 2

n n

 
     

 
. 

①式得证.

⑶ 单调性法

本题也可以利用函数的基本性质证明. 

构建函数：
x

1
f x 1

x
( )

 
  
 

，则在 x 1 时，函数为单调递增函数. 

故：在 x 2 时， 1
f x f 1 1 1 2( ) ( ) ( )   

利用指数不等式： x
1 x e 

则：  

1
1

y y
y

x
1

f x 1 1 y e e 3
x

( ) ( )
 

       
 

. 

②式得证.

由于指数不等式也可以由函数单调性得到， 

故此法称为“单调性法”. 

例 16.求证：
1 1 3 1 3 5 2n 1

2n 1
2 2 4 2 4 6 2n

... ( )
...

... ( )

     
    

    
. 
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[证明] 

⑴ 裂项相消法

由放缩法得： 

   
2 2

2n 2n 1 2n 1 2n 1( )( )    

故：
2n 1 2n

2n 2n 1





  ① 

令： n

1 3 2n 1
S

2 4 2n

( )
...

( )


    ， n

2 4 2n
T

3 5 2n 1

( )
...

( )
   



由①得： n nS T  ② 

即： 2
n n n

1 3 2n 1 2 4 2n 1
S S T

2 4 2n 3 5 2n 1 2n 1

( ) ( )
... ...

( ) ( )

   
             

    

故： n

1
S

2n 1



  ③ 

由 2 2n 1 2n 1 2n 1     得： 

1 2

2n 1 2n 1 2n 1


   
，即：

1
2n 1 2n 1

2n 1
( )   


， 

代入③式得：
n

S 2n 1 2n 1    ④ 

因为 1 2 n

1 1 3 1 3 5 2n 1
S S S =

2 2 4 2 4 6 2n

... ( )
... ...

... ( )

     
     

    

所以待证式为：
1 2 n

S S S 2n 1...       ⑤ 

将④式代入 1 2 nS S S...   中采用裂项相消法得： 

n

1 2 n

k 1

S S S 2k 1 2k 1 2n 1 1 2n 1... ( )



           

⑤式得证.

本题的关键在于把根式或其他式子换成两个相邻的根式差， 

然后利用求和来消去中间部分，只剩两头. 

此法称为“裂项相消法”，只不过更另类一些. 

例 17.求证：
1 1

2 n 1 1 1 2 2n 1 1
2 n

( ) ... ( )         . 
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[证明] 

⑴ 裂项相消法

由放缩法得： 2 n n 1 n  

即：  
1 2

2 n 1 n
n n 1 n
   

 
   ① 

由①式进行多项求和并采用“裂项相消法”得： 

则：
1 1 1

1
2 3 n

...  

2 1 1 1 n 1 n[( ) ... ( )]      

2 n 1 1( )   ②

由放缩法得：      
2 2

2 2 2 2
8n 1 8n 1 1 8n 8n 2     

即：    2 2 28n 1 8n 8n 2     ③ 

将    2 2 2 28n 8n 2 2 4n 4n 1 2 2n 2n 1 2n 2n 1( ) ( )     

代入③式得： 2
8n 2 2n 2n 1 2n 2n 1 1( ) ( )   

令： x 2n ，则上式可写为： 2
2x 2 x x 1 x x 1 1( ) ( )   

即： x x 1 x x 1 2 x x 1 x x 1 1( ) ( ) ( ) ( )      

即：  
2

x x 1 x x 1 1( ) ( )    ，即：  x x 1 x 1 1   

即：  2n 2n 1 2n 1 1    ，即：  
1

2 2n 1 2n 1
n
    ④ 

由④式进行多项求和并采用“裂项相消法”得： 

1 1 1
1

2 3 n
...  

2 2 1 2 1 2n 1 2n 1[( ) ... ( )]        

2 2n 1 1( )   ⑤ 

由②⑤，本题得证. 

本题还是采用级数求和的放缩法. 此法称“裂项相消法”. 
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⑵ 积分法

设函数
1

f x
x

( )  ，函数为递减函数. 

函数图象如图. 

其中，
k

x k 1  ，
k 1

x k 1

  ，

k 1
x k 1


 

则：
k

1
y

k
 ，

k 1

1
y

k 1




，

k 1

1
y

k 1





于是，由面积关系得：

k k 1

k 1 k

1 1 1
dx dx

x k x




    

即：    
k k 1

k 1 k

1
2 x 2 x

k





 

当 k 1 时，上式即：
1

2 k k 1 2 k 1 k
k

( ) ( )     

故：
n

k 1

1
1 2 n 1 2 n 1 1

k
( ) ( )



     

即：
n

k 1

1
2 n 1 1 2 n 1

k
( )



    

故：
n

k 1

1
2 n 1 1

k
( )



   . 

积分法可证明②式. 对⑤式，积分法松一些. 

例 18.已知： x 0 ,求证：
x

1 x x
1 x

ln( )  


. 

[证明] 

(1) 单调性法

构造函数： f x x 1 x( ) ln( )   ，则： f 0 0( )  . 

当 x 0 时，函数的导数为：
1

f x 1 0
1 x

'( )   


， 

即当 x 0 时，函数 f x( ) 为增函数. 即： f x f 0 0( ) ( )  ； 

故： f x x 1 x 0( ) ln( )    ，即： ln( )1 x x     ① 

当 x 0 时， 1 x xln( )  . 

k
x

k 1
x

 k 1
x



A 
B 

C 
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构造函数：
x

g x 1 x
1 x

( ) ln( )  


，则： g 0 0( )  . 

当 x 0 时，其导数为：
   

2 2

1 1 x x
g x 0

1 x 1 x 1 x 1 x
'( )

 
     

    

. 

即当 x 0 时，函数 g x( ) 为增函数. 即： g x g 0 0( ) ( )  ； 

故：
x

g x 1 x 0
1 x

( ) ln( )   


，即： ln( )
x

1 x
1 x

 


   ② 

当 x 0 时，
x

1 x
1 x

ln( ) 


. 

由①和②，本题证毕.

本题采用构造函数法，利用函数单调性来证题.

当 x 0 时，
x

1 x x
1 x

ln( )  


. 

这是重要的不等式，简称为“对数不等式”. 

此法称为“单调性法”. 

例 19.已知： n N
 ，求证：

1 1 1 1 1
1 n 1

2 3 n 1 2 n
... ln( ) ...        


. 

[证明] 

⑴ 积分法

构造函数：
1

f x
x

( )  ，在函数图象上分别取三点 A B C, ,

即：
1

A k
k

( , ) ,
1

B k 1
k 1

( , )


,
1

C k 1
k 1

( , )


我们来看一下这几个图形的面积关系： 

AEFC AEFH AEDG AEDB
S S S S  

即：
k 1 k

k k 1

1 1
dx f k 1 dx

x x
( )




     

即：
k 1 k

k k 1
x f k xln ( ) ln




 

即：
1

k 1 k k k 1
k

ln( ) ln ln ln( )     

O 

A 

A 

B 

D 

C 

E F 

G H 



第 23 页 

左边不等式
1

k 1 k
k

ln( ) ln   求和：

n n

k 1 k 1

1 1 1
k 1 k 1

k 2 n
(ln( ) ln ) ...

 

       

即： ln( ) ...
1 1

n 1 1
2 n

     ① 

右边不等式
1

k k 1
k

ln ln( )   求和： 

... ln( )
n 1

k 2

1 1 1 1
n 1

k 2 3 n 1





     


   ② 

由①和②，本题证毕. 本题采用构造函数、利用函数的面积积分来证题. 

此法称为“积分法”. 

例 20.已知： n 2 ，求证： n
2 n n 1( )  . 

[证明] 

⑴ 极值法

A> 由于 2 21 1
n n 1 n n n

4 2
( ) ( )     

所以只要证明 n 21
2 n

2
( )  即可.

即： n 2

2

1
2 2n 1

2
( )  ，即： n 2 2

2 2n 1( )
  

即： n 2 2 2 2n 1( )ln ln( )  

即：
2

n 2 2n 1
2

ln
ln ln( )   ① 

B> 构建函数：
2

f x x 2 2x 1
2

ln
( ) ln ln( )    ② 

其中： x 2  

导函数：
2 2

f x
2 2x 1

ln
'( )  


③ 

我们求②式得最小值.

C> 首先边界：
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当 x 2 时， 

2
f 2 2 2 2 2 1

2

ln
( ) ln ln( )      2 2 3 4 3 0ln ln ln ln       ④ 

当 x  时， 

2
f x x 2 2x 1

2

ln
( ) ln ln( )   

x

22 2 2x 1ln ln ln( )   

x x 2

2 22 2 2

2x 1 2x 1
ln ln




 

 

由于

x 2
x 2 x 2

2
2 2

x x x

1
2 2

2 2 2

2x 1 2x 1 2

( ln )

lim lim lim


 

  
   

 

所以

x 2 x 2

2 2

x x

2 2
0

2x 1 2x 1
lim ln ln lim

 

 

   
      
       
   

  ⑤ 

D> 由函数取极值时的导数为 0 得：
0

0

2 2
f x 0

2 2x 1

ln
'( )   



即：
0

4
2x 1

2ln
    ⑥ 

即：
0

4 2
x

2 2

ln

ln


 ⑦

E> 将⑥⑦代入②得到极值点得函数值

0 0 0

2
f x x 2 2x 1

2

ln
( ) ln ln( )   

2 4 2 4
2

2 2 2 2

ln ln
ln ln

ln ln

   
      

   

4 2
2 4 2

4

ln
ln ln ln(ln )


   

 
1

4 2 4 2 4 4 4 2
4

ln ln ln ln(ln )    

41
4 3 2 2

4
ln ln(ln )    

4 3 41
e 2 2

4
ln ln ln(ln )    
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4 4

33

4

1 e 2 e 2

4 2
2

(ln ) ln
ln ln
 

  
 

  ⑧ 

由于 e 2 2 718 0 693 1 8841ln . . .    

而
3

442 8 1 6818 e 2. ln  

所以：
0 3

4

e 2
f x 0

2

ln
( ) ln  ⑨

F> 由函数的极值和边界值都大于 0 得： f x 0( )   

即： 
2

f x x 2 2x 1 0
2

ln
( ) ln ln( )    

则：
2

n 2 2n 1
2

ln
ln ln( )  

①式得证.

本题采用放缩法得①式，采用极值法得⑨式. 

⑵ 二项式定理

由二项式定理的： 

n
n n k

n

k 0

2 1 1 C( )


     ① 

其中： k

n

n
C

k n k

!

!( )!




当 k 1 n 1[ , ]  时， k

n

n
C n

k n k

!

!( )!
 


  ② 

在 k 1 n 1[ , ]  范围，共有 n 1( ) 项。 

故由①②得： 

n n-1
n k 0 k n

n n n n

k 0 k 1

2 C C C C 1 n n 1 1 n n 1( ) ( )
 

          

本法采用了二项式定理和放缩法. 

例 21.已知： n N
 ，求证：

n

1 1 1 n
1

2 3 2 1 2
...    



[证明]  

⑴ 放缩法
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设： n n

1 1 1
S 1

2 3 2 1
...    


，则： 

n

1 1 1 1 1 1 1
S 1

2 3 4 5 6 7 8
( ) ( ) ( ) ...        

n 1 n 1 n n n

1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 1 2 2
( ... )

 
    

  

2 2 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ...        

n n n n n

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
( ... )    

n

1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ... ( )      

n n

n 1 n 1 n
1 1

2 2 2 2 2
( )      

证毕. 

将 1 以后的项数，按 2 的次方个数划分成 n 组，每组都大于
1

2
，这样放缩得证. 

此法称为“分段放缩法”. 

例 22.设：
n

S 1 2 2 3 n n 1... ( )       ，求证： 2
nn n 1 2S n 1( ) ( )   

[证明] 

⑴ 放缩法

由
k k 1 1

k k k 1 k
2 2

( )
( )

 
     得：

1
k k k 1 k

2
( )    ， 

求和得：
n n n

k 1 k 1 k 1

1
k k k 1 k

2
( )

  

 
    

 
  

即：
2

n

n n 1 n n 1 n n n 2 n 1
S

2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )   
    

即： 2
nn n 1 2S n 1( ) ( )    . 

本题首先构建含有 ( )k k 1 的不等式，构建成功，本题得证. 

⑵ 柯西不等式和放缩法

由柯西不等式的推论： 
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1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 n
a b a b a b a a a b b b... ( ... ) ( ... )          

得：
n

S 1 2 2 3 n n 1... ( )      

1 2 n 2 3 n 1... ... ( )        

2

2

n n 1 n n 3 n n 1 n 3

2 2 2

( ) ( ) ( )( )   
  

2 2 2

2

n n 2 n n 2 n 1

2 2 2

( ) ( ) ( )  
  

即： 2

n
2S n 1( )    ① 

由放缩法得： 

n
S 1 2 2 3 n n 1... ( )      

2 2 2
1 2 n...   

n n 1
1 2 n

2

( )
...


    

即：
n

2S n n 1( )  ② 

结合①②，证毕. 

例 23.已知： n N
 ，求证：

1 1 1
1 2

n 1 n 2 3n 1
...    

  

[证明] 

⑴ 倒序相加法

设：
n

1 1 1
S

n 1 n 2 3n 1
...   

  

采用倒序相加得： 

n

1 1 1 1 1 1
2S

n 1 3n 1 n 2 3n 3n 1 n 1
...

     
           

         

各括号内通分得： 

           n

4n 2 4n 2 4n 2
2S

n 1 3n 1 n 2 3n 3n 1 n 1
...

  
   

    

           n

1 1 1
S 2n 1

n 1 3n 1 n 2 3n 3n 1 n 1
( ) ...

 
     

     
①
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由于：    
2 22

n 1 3n 1 2n 1 n 2n 1( )( )      

     
2 2 2

n 2 3n 2n 1 n 1 2n 1( )( )      

     
2 2 2

n 3 3n 1 2n 1 n 2 2n 1( )( )       

…… 

     
2 2 2

3n 1 n 1 2n 1 n 2n 2n 1( )( )       

共有： 3n 1 n 1 1 2n 1( ) ( )      项. 

将上述不等式代入①式得： 

 
n 2

2n 1
S 2n 1 1

2n 1

( )
( )

 
    
  

； 

即： n
S 1    ② 

另： n

1 1 1
S

n 1 n 2 3n 1
...   

  

1 1 1

n 1 n 1 n 1
...   

  

2n 1 2n 2
2

n 1 n 1

 
  

 

即： nS 2    ③ 

由②和③，本题得证. 

本题中 nS 有 ( )2n 1 项，将其放缩为同分母的分式是解题关键. 

此法称为“倒序相加法” 




